Algoritmo matemático eficiente para la resolución, por el método de diferencias finitas, de la ecuación de difusión-advección acoplada a modelos cinéticos de transferencia de seudo-primer orden by Barros, Haydn et al.
Al go rit mo ma te má ti co efi cien te para la re so lu ción,
por el mé to do de di fe ren cias fi ni tas, de la ecua ción
de di fu sión- ad vec ción aco pla da a mo de los ci né ti cos
de trans fe ren cia de seu do- pri mer or den*
Haydn Ba rros1**, José Ma ría Abril2, Lasz lo Sa jo- Bohus1, Eduar do Grea ves1
y Da niel Pa la cios1
1Uni ver si dad Si món Bo lí var, La bo ra to rio de Fí si ca Nu clear, FE1. Apdo. 89000. Ca ra cas.
Ve ne zue la. 2Uni ver si dad de Se vi lla, Dpto. Fí si ca Apli ca da I. EUI TA. C/ Utre ra, km 1. C.P.
41013. Se vi lla. Es pa ña.
Recibido: 30-11-05      Aceptado: 10-04-06
Re su men
Los mo de los ci né ti cos de seu do- pri mer or den han de mos tra do su uti li dad para es tu diar el
com por ta mien to de una gran va rie dad sus tan cias: ra dionú cli dos, me ta les pe sa dos, pes ti ci das,
pe tró leo, etc., sien do ca pa ces de des cri bir los pro ce sos de in ter cam bio con el sus tra to o la re ten -
ción de flui dos en es truc tu ras po ro sas. Sin em bar go, los mo de los hi dro di ná mi cos que in clu yen
la si mu la ción de di chos pro ce sos, es tán li mi ta dos por las exi gen cias com pu ta cio na les que se
de ri van de re sol ver si mul tá nea men te la di fu sión- ad vec ción y el trans por te reac ti vo. En este tra -
ba jo se pre sen ta un al go rit mo que per mi te rea li zar éste cál cu lo re du cien do el tiem po de cóm pu -
to (has ta diez mil ve ces).
Pa la bras cla ve: Di fu sión- ad vec ción; me dios po ro sos; mode li za ción nu mé ri ca; trans por te 
reac ti vo.
Efficiente algoritm to solve simultaneously
advection-diffusion couplec with first order kinetics
Abs tract
The pseu do first or der ki ne tic mo dels have shown it use ful ness to study the beha vior of a
great va riety of subs tan ces: ra dio nu cli des, heavy me tals, pes ti ci des, oil, etc. The se mo dels are
able to des cri be the com plex ex chan ge pro cesses with the subs tra tes or the par tial re ten tion of
fluids in the po rous struc tu res. Howe ver, the hydrodyna mic mo dels which in cor po ra te the nu -
me ri cal si mu la tion of tho se pro cesses are li mi ted due to the com pu ting exi gen cies when re sol -
ving the diffu sion- ad vec tion to gether with the reac ti ve trans port. In this work we pre sent an al -
go rithm that allows this cal cu la tion re du cing the com pu ting time (up to 10 thou sand ti mes).
Key words: Advec tion- diffu sion; nume ri cal mo de ling; po rous me dia; reac tive trans port.
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In tro duc ción
Exis ten dos si tua cio nes de in te rés en
las que se hace ne ce sa rio con si de rar el in -
ter cam bio en tre una sus tan cia di suel ta en
un flui do y el me dio po ro so en el cual éste
flu ye: a) la ad sor ción/de sor ción en tre el
sus tra to só li do y la fase lí qui da, y b) la di fu -
sión de di cha sus tan cia ha cia (o des de) por -
cio nes es tá ti cas del flui do que son re te ni das
en ca vi da des cie gas del me dio po ro so. El así
lla ma do pro ce so de trans fe ren cia ha sido
am plia men te es tu dia do en los úl ti mas dé ca -
das (1-6). A las sus tan cias (ori gi nal men te di -
suel tas en el flui do) que ex pe ri men tan este
tipo de pro ce sos, en ge ne ral, se les co no ce
como tra za do res reac ti vos. La re so lu ción de
la di fu sión- ad vec ción de un tra za dor reac ti -
vo a tra vés de un me dio po ro so, por di fe ren -
cias fi ni tas, tie ne im por tan tes li mi ta cio nes.
En mu chos ca sos la re so lu ción tem po ral ne -
ce sa ria es ex ce si va men te fina, ya que los
tiem pos ca rac te rís ti cos de la trans fe ren cia
pue den ser cor tos (mi nu tos). De he cho, los
tér mi nos de trans fe ren cia in tro du cen la
con di ción de es ta bi li dad Dt kmáx<1/ , don de 
kmáx  es el má xi mo coe fi cien te de trans fe ren -
cia que apa re ce. Esta con di ción equi va le a la 
que in tro du ce la ad vec ción- di fu sión 
( / ,D Dt x< n  D < Dt x D2 2/ ). Una ma ne ra de
re sol ver el pro ble ma es in cor po rar la so lu -
ción ana lí ti ca de la trans fe ren cia al es que ma 
nu mé ri co de la di fu sión- ad vec ción
Ma te riales y Mé to dos
So lu ción ana lí ti ca de un mo de lo
de trans fe ren cia
A con ti nua ción se pre sen ta la so lu ción
ana lí ti ca de un mo de lo de trans fe ren cia y su
apli ca ción a un es que ma se mi- a na lí ti co de
di fu sión- ad vec ción (de un tra za dor reac ti vo) 
a tra vés de un me dio po ro so. Como ejem plo
se es co gen tres reac cio nes pa ra le las, aun -
que la si tua ción se ría equi va len te para cual -
quier otro mo de lo de seu do pri mer or den.
da
dt
k k k a k a k a k a0
11 12 13 0 21 1 22 2 23 3
= - + + × + × + × + ×( )  
da
dt
k a k ai
i i i
= + × - ×
1 0 2
    (con i = 1,2 y 3) [1]
a 0  es la con cen tra ción en la fase flui da y 
a a1 2,  y a 3  son las con cen tra cio nes en tres
si tios es tá ti cos di fe ren tes (de bi do a ad sor -
ción o a re ten ción). Las con cen tra cio nes es -
tán ex pre sa das en uni da des de masa por
uni dad de vo lu men de mues tra to tal (sus tra -
to más flui do) y en to dos los ca sos los coe fi -
cien tes ci né ti cos kij  re pre sen tan ta sas de
trans fe ren cia (kij ³ 0, ha cia o des de) en tre los 
co rres pon dien tes com par ti mien tos; di chos
coe fi cien tes tie nen uni da des de T-1. La so lu -
ción de este tipo de ecua ción es una suma de
fun cio nes ex po nen cia les, cada una con un
tiem po ca rac te rís ti co de ter mi na do:





t t( ) ( ) ( ) (/ / /= + - + - + -- - -
0 1 2 3
1 2 31 1 1)[2]
Su pon dre mos co no ci dos los coe fi cien -
tes kij , así los tiem pos ca rac te rís ti cos se ob -
tie nen a par tir de los au to va lo res del sis te ma 
( )t si i= -
-1  y las am pli tu des aso cia das a cada
com par ti mien to a par tir de las con di cio nes
ini cia les, por me dio de las si guien tes ex pre -
sio nes, las mis mas se sim pli fi can gra cias al
uso de al gu nas va ria bles au xi lia res:
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 (n de 0 a 3 y Sm< 0) [4]
Esta so lu ción es vá li da para sis te mas
ho mo gé neos, así su pon dre mos que exis te
ho mo ge nei dad den tro de cada capa de se di -
men tos de an cho dx. Se uti li za rá la so lu ción
an te rior en cada capa de se di men to, ob te -
nién do se así la so lu ción exac ta de la dis tri -
bu ción del tra za dor den tro de cada capa. La
ecua ción di fe ren cial que he mos re suel to co -
rres pon de a un caso par ti cu lar del pro ble ma 
de Cau chy en el que sólo nos in te re sa ba el
sis te ma ho mo gé neo. Pero para po der uti li -
zar di cha so lu ción en el es que ma de di fe ren -
cias fi ni tas, es ne ce sa rio agre gar le el apor te
di fu si vo- ad vec ti vo. Se re suel ve el sis te ma
ge ne ral por me dio del mé to do de va ria ción
de pa rá me tros ba sán do nos en la so lu ción de 
Eu ler del sis te ma ho mo gé neo (Ecua ción 4).
Di cho apor te di fu si vo- ad vec ti vo (Daw ) apa -
re ce sólo vin cu la do a la fase flui da (fase mó -
vil). El sis te ma co rres pon dien te será idén ti -
co al an te rior (Ecua ción 1) agre gan do
Daw ¹0 a la pri me ra ecua ción:
da
dt
k k k a k a k a k a aw
0
11 12 13 0 21 1 22 2 23 3
= - + + × + × + × + × +( ) D
[5]
La so lu ción es ha lla da para el caso ge -
ne ral, ya que re pre sen ta rá el es ta do ins tan -
tá neo de cada com par ti mien to en la capa co -
rres pon dien te:
a t a t a f ta ww0 0 0 0( ) ( ) ( )( )= +=D D



























































































































































































don de se ha in tro du ci do s0  (el au to va lor
nulo de la ma triz de coe fi cien tes) y las so lu -
cio nes del sis te ma ho mo gé neo a tn aw( ) ( )D =0 .
Se pue de apre ciar que el apor te Daw  apa re ce 
como un tér mi no se pa ra do de la so lu ción
ho mo gé nea y que los fac to res fn  no de pen -
den de las con cen tra cio nes ins tan tá neas
(aquí de no ta das como ini cia les).
Apli ca ción de la so lu ción ana lí ti ca
al es que ma nu mé ri co
Así, las úni cas can ti da des que se cal cu -
lan den tro del bu cle tem po ral son Cnk  y Daw ,
ya que de pen den del es ta do ins tan tá neo del
sis te ma. Una vez es co gi do un paso de tiem -
po, se cal cu lan (an tes del bu cle tem po ral) los 
fac to res fn  y las ex po nen cia les de la com bi -
na ción li neal de la so lu ción ho mo gé nea. El
es que ma se po dría re su mir así:
An tes del bu cle tem po ral
• De fini ción del paso de tiempo dt y cál -
culo de f0(dt), fn(dt) y E em
s dtm= ×
Den tro del bu cle tem po ral
Cál cu lo de Ki, Kii y Cnm, en ten dien do que
la trans fe ren cia ocu rre en un tiem po dt y que 
los an(0) se re fie ren a las con cen tra cio nes del
paso de tiem po an te rior. 
• Cál culo de la so lu ción ho mogé nea:







• Cál culo del aporte difusivo- advectivo 
Daw .
• Cál culo de la so lu ción que in cluye el
aporte di fu sivo:
  a t a t f dt an n a n ww( ) ( ) ( )( )= +=D D0  (con n de 0 a 3)
Re sul ta dos y Dis cu sión
En al gu nos ca sos, cuan do se des cri be
la trans fe ren cia en tér mi nos de reac cio nes
de pri mer or den y se fi jan con di cio nes ini cia -
les y de con tor no es pe cia les, se pue den con -
se guir so lu cio nes ana lí ti cas. A con ti nua ción
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se com pa ran al gu nos de es tos ca sos con los
re sul ta dos del mé to do de sa rro lla do. Por
sen ci llez uti li za re mos un solo tiem po ca rac -
te rís ti co de trans fe ren cia, así se ten drán
sólo dos coe fi cien tes ci né ti cos k11 y k21.
Caso 1. Si la trans fe ren cia es apro xi ma -
da por un coe fi cien te de dis tri bu ción, en ton -
ces el coe fi cien te de di fu sión efec ti vo se pue -
de ex pre sar como De=Ds /(1+kd) (Kre zoski et
al. 1984). Como las con cen tra cio nes es tán
ex pre sa das en uni da des de masa por uni dad
de vo lu men de mues tra to tal, po de mos de fi -
nir un kd adi men sio nal. Si ade más las con di -
cio nes ini cia les y las con di cio nes de bor de
son as(x,0)=0 y aw(0,t)=a0, las so lu cio nes para
las fa ses flui da (aw) y es tá ti ca (as) son:
a x t a erfc
x
D tw e









  y a x t k a x ts d w( , ) ( , )= ×
És tas se com pa ra rán con las si mu la -
cio nes del es que ma se mi- a na lí ti co que in -
cor po ra k11 y k21 es tu dian do la con ver gen cia
de las mis mas a me di da que k11 y k21 cre cen
man te nien do cons tan te el co cien te kd =
k11/k21. El com por ta mien to de di chas si mu -
la cio nes debe con ver ger al de esta so lu ción a 
me di da que los coe fi cien tes ci né ti cos son
ma yo res. Los di fe ren tes va lo res de k11 y k21
man tie nen su co cien te, kd, con un va lor
igual a 10. En la Fi gu ra 1 se pre sen ta una de
las grá fi cas don de tan to el va lor de a0 como
las uni da des de con cen tra ción son ar bi tra -
rios. El es que ma se mi- a na lí ti co con ver ge a la 
so lu ción ana lí ti ca a me di da que k11 y k21 son
ma yo res, aun que no se cum pla con el cri te -
rio de es ta bi li dad Dt kmáx<1/ .
Caso 2. Di fu sión de un tra za dor reac ti -
vo que ex pe ri men ta una ad sor ción irre ver si -
ble y que ade más tie ne la con di ción de con -
tor no si guien te:
a t a ew
k t( , )0 0 11=
- ×
en ese caso la ecua ción di fe ren cial de la fase















y su so lu ción esta dada por la si guien te ex -
pre sión:





( , ) ( )= - ×0 11 2
En este ejem plo se uti li zó un va lor de
k11=1. El re sul ta do se mi- a na lí ti co se com pa -
ra con esta so lu ción en la Fi gu ra 2. Nue va -
men te el es que ma se mi- a na lí ti co con ver ge.
Se ob ser van pe que ñas di fe ren cias en las pri -
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Concentración en el agua intersticial, 1ra capa de 1 mm
Figura 1. Com pa ra ción en tre el es que ma se mi- a na lí ti co (SA) que con ver ge a un kd y la so lu ción ana lí ti ca.
Fase di suel ta en la pri me ra capa de 1 mm de es pe sor. Se uti li zó dt = 0.01 ho ras y dx = 0.1 cm.
me ras ho ras (las cua les son más acu sa das a
me di da que pe ne tra mos en el per fil) pero
des pués de po cas ho ras se ha cen ina pre cia -
bles in clu so para los pa sos de tiem po más
gran des. Es tas di fe ren cias es tán re la cio na -
das con la dis cre ti za ción es pa cial que re -
suel ve la di fu sión.
Caso 3. Di fu sión con una reac ción re -
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1 1= + + -+ × - × ,
a x a ew
k Dst( , ) /0 0=
-  y a xs ( , )0 0=
sien do s k kt1 1= ×  el tiem po ca rac te rís ti co





















k a k as w s
( , )
= × -11 21
y, des pués del cál cu lo, su so lu ción se pue de
es cri bir como:
( )a x t a
s
s k e s k e ew
s t s t k Dst( , ) ( ) ( ) /= + + - ×+ × - × -0
1






s t s t k Ds xt( , ) ( ) /=
×




En la Fi gu ra 3 se com pa ra la pre sen te
so lu ción con las si mu la cio nes. El es que ma
se mi- a na lí ti co con ver ge a las po cas ho ras.
En éste y en los ejem plos an te rio res las di fe -
ren cias ob ser va das tie nen su ori gen en las li -
mi ta cio nes pro pias (dx) del es que ma de di fe -
ren cias fi ni tas uti li za do para des cri bir la di -
fu sión. De he cho se con fir mó que au men -
tan do la re so lu ción es pa cial es tas di fe ren -
cias dis mi nu yen.
Con clu sio nes
Los re sul ta dos po nen de ma ni fies to la
va li dez del es que ma se mi- a na lí ti co. Los pa -
sos de tiem po que re quie re el mo de lo se mi- a -
na lí ti co es tán da dos por el cri te rio de es ta bi -
li dad del es que ma di fu si vo- ad vec ti vo; esto
hace que sean mu cho ma yo res que los pa sos 
de tiem po que re que ri ría el es que ma de di fe -
ren cias fi ni tas, cuyo cri te rio de es ta bi li dad
es el de la ci né ti ca. Por ejem plo, si el ma yor
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Concentración en Agua intersticial, 10ma capa de 1 mm.
t [h]
Figura 2. Comparación entre el esquema semi-analítico (en el caso irreversible) y la solución analítica.
En ambos casos se representa la fase fluida de la décima capa para distintos pasos de tiempo.
de los coe fi cien tes kij es del or den de 100 [h
-1]
la dis cre ti za ción im pues ta por la ci né ti ca es
de dt<0.01 [h]. Sin em bar go, la con di ción de
es ta bi li dad del es que ma di fu si vo, cal cu la da
para va lo res tí pi cos (dx  1 [mm] y D  5 10-5
[cm2h-1]), da va lo res de al re de dor de dt<100
[h]; es de cir, has ta 10 mil ve ces ma yo res.
Esto de mues tra que el es que ma pro pues to
es mu cho más efi cien te, so bre todo en los
ca sos en los que la trans fe ren cia sea rá pi da.
Este mé to do pue de ser apli ca do a cual quier
caso de di fu sión- ad vec ción aco plado a mo -
de los ci né ti cos de 1er or den.
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Concentración en el agua intersticial, 5ta capa de 1 mm
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Figura 3. Solución exacta del esquema reversible y su solución por medio del esquema semi-analítico.
Las curvas corresponden a la fase fluida en la quinta capa del sustrato. k11=1 y k21=0.1.
